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狹長圓形穴槽潛流場之渦心位置與邊壁剪應力 
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摘 要 

  本文利用前人推導之流場流函數解析解，探討以狹長圓柱容器內盛極黏流體之圓形穴槽流

動，此流場係由可以做部份轉動之邊界所帶動構成。研究指出具有單渦包結構流線之幾何型

態，深受轉動邊界長度之影響。當轉動邊界長度增加，漩渦中心位置將更接近圓柱容器中心處，

二者呈現高度非線性函數關係。另文中亦討論容器邊壁剪應力之分佈情形。 

關鍵詞：流函數，圓形穴槽，單渦包結構，邊壁剪應力 
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ABSTRACT 
     Using the analytic solution of stream function obtained in previous studies, this study resolved 

the problem of producing flow in a long circular cavity filled with a highly viscous fluid by partially 

rotating the boundary. The results demonstrated that rotating the boundary length significantly 

influences the corresponding flow patterns with a one-eddy structure. As the length increases, the 

vortex center of the eddy approaches the center of the container. The function used to describe the 

dependences of the vortex center position on the rotating boundary length is highly nonlinear. In 

addition, the shear stress distribution on the wall is quantitatively discussed. 
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一、簡介 

  方形穴槽與圓形穴槽潛流分析是二種經典流體運動，除

了可以深入探討理論方析外，亦可提供實際工業應用（例

如：化工、機械、製藥、食品等）。前者主要是針對由矩形

容器盛裝之流體，藉拖動一側邊界來驅使流體運動 [13]，

後者則是改用圓形（柱）容器 [11]。此二種基礎流動，雖

然在幾何形狀上具有相似度，但是於數學解析之難度卻是大

不相同。雖然方形穴槽潛流場之理論解析甚多 [8, 9, 14]，

然而迄今僅能獲得流函數之無窮級數解，並無法獲得密閉型

（closed form）解析解。圓型穴槽潛流場則可求得密閉型解

析解 [1, 11]，此特點對於欲利用流體運動速度從事混沌攪

拌（chaotic stirring）計算之研究者 [4-7] 而言，是一項莫大

幫助。 

  攪拌流體通常可粗略區分為高速攪拌與低速攪拌，前者

往往處於紊流狀態，後者則保持在潛流運動。在某些化工製

藥業中，被攪拌流體屬於高分子鍵，為避免破壞流體分子結

構，是故必須採用低速方式來攪拌流體。以二維平面流體攪

拌為例，若流場為恆定狀態（steady state），則流體運動軌

跡必然平滑規則且可預測 [12]，在此情形下，流體將無法

進行有效攪拌。如果要充份混合流體，則必須於流場上加入

隨時間變化之邊界條件 [12]，藉此造就混沌之流體軌跡，

並達到攪拌流體之目的。 

  縱觀文獻記載，針對圓形穴槽流動之研究較為稀少，此

主題看似簡單，卻也值得投入研究。本文係利用前人已求得

之流場流函數解，探討轉動邊界長度如何影響漩渦中心位

置，透過數學分析可以清楚瞭解其間之高度非線性關係。另

文中亦闡述轉動邊界長度如何影響容器邊壁剪應力之分佈。 

 

二、數學方法 

  考慮一個沿著縱軸方向長度甚大之圓形穴槽容器（半徑

為 R ），其內盛有流體（圖 1）。容器壁由兩個內外緊貼之圓

柱組成，內柱並未完全封閉且保持靜止不動，外柱以固定角

速率Ω 繞行中心軸線旋轉。本流動可定義出一個雷諾數：

μρ Ω≡ 2RRe （ρ 與 μ 分別為流體密度與黏滯係數），為

簡化數學分析，本研究流動範疇拘限於 Re<<1 者，亦即慣性

力可忽略不計，在此情形下控制方程式可寫成 

 

0*4* =Ψ∇  （1） 

*, yy  

*, xx
α  
α  

1* =r

Rr =

Ω  

 
 

圖 1. 圓形穴槽潛流 

 

式中， *Ψ 為無因次流函數，其與流函數Ψ 之關係為 

 
( )ΩΨ≡Ψ 2* R   

 

( )[ ]22*2*2*****2**2*4* 1)1( θ∂∂+∂∂+∂∂=∇ rrrr  

 
為無因次雙調和運算子， ( )θ,*r 為無因次極座標，其與極座

標 ( )θ,r 之關係為 Rrr ≡* 。如前文所述，研究係選定圓柱

半徑 R 為長度尺度；外圓柱轉動速率 ΩR 為速度尺度來無因

次化本流動問題。另相應之邊界條件如下（於 1* =r 處） 

 
0* =Ψ  （2） 

 

⎩
⎨
⎧ ≤≤−−

=∂Ψ∂
其餘位置0

1**** αθα
r  （3） 

 
  Burggraf [1] 以分離變數法求解此問題，Mills [11] 運用

之方法則是葛林函數（Green’s function）。綜合上述文獻記

載，（1）、（2）與（3）三式所構成數學模型之解可以表示成 
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上述說明圓形穴槽潛流場之流型取決於單一參數：α ，此

為轉動邊界長度（無因次）之半。關於使用葛林函數方法求

解之詳細過程，請參閱附錄一。 

  由圓形穴槽幾何形狀與轉動圓柱可以預測：流體沿著外

壁旋轉方向環繞而行，流線產生單一個密閉渦包，其中心處

流體速度為零。又此漩渦中心位置會隨著轉動邊界長度改

變，當長度增加，外圓柱因流體黏性進而帶動更多流體運

動，故漩渦中心會向圓柱中心偏移。考慮一個特例，當轉動

邊界長度為整個圓形外柱時，透過簡單之對稱性原則可知：

漩渦中心與圓柱中心將重合為一。 

  為精確描述漩渦中心位置與轉動邊界長度之複雜函數

關係，以下繼續分析。由本潛流場對稱性原則可得：漩渦中

心勢必位於 0=θ 線上（正 *x 軸）。將此條件代入（4）式可

得 
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另於漩渦中心處必須滿足零速度之條件： 0**** =∂Ψ∂ r ，

上式轉換成 
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此隱函數可定量計算漩渦中心位置： )(* αFrc = ，基於函數

型式過於複雜，（6）式僅能利用數值方法求解。轉動邊界長

度如何改變漩渦中心位置，將於第三節「結果與討論」中詳

細說明。 

  由於流體黏性產生之無因次剪應力可以計算如（7）式 

*
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式 中 無 因 次 剪 應 力 *τ 與 有 因 次 者 τ 之 關 係 為 ：

( )Ω≡ μττ * ，( )** ,* θvvr 為以無因次極座標 ( )θ,*r 表示之二個無

因次速度分量，其與無因次流函數之關係分別為：

( ) *****
* rvr θ∂Ψ∂= 與 ***** rv ∂Ψ∂−=θ 。為求算圓形穴槽容

器邊壁上（ 1* =r ）每單位面積所承受之剪力（亦即剪應力），

將邊界條件： 0*
* =rv 代入（7）式可得 
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最後利用（4）式可求得無因次邊壁剪應力為 
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詳細推導過程請見附錄二。 

 

三、結果與討論 

  針對不同轉動長度圓形穴槽潛流場之流線圖可參閱

Hwu, Young 與 Chen 之論文 [4]。當轉動邊界為整個圓周時

（靜止不動之內柱不存在），將 πα = 代入（6）式可得：

0* =cr ，在此情形下，漩渦中心位於圓柱中心處。圖 2 清楚

說明漩渦中心位置隨著轉動邊界長度之變化情形。當轉動邊

界長度較小時（ πα 1.00 <≤ ），其漩渦中心位置偏移率：

αΔΔ *
cr 較大，在此情形下，由於邊界所需帶動旋轉之流體

數量較少，故每增加一單位轉動邊界長度，漩渦中心向圓柱

中心偏移之距離較大。隨著轉動邊界長度增加，此偏移率下

降，並約略趨向一個固定大小數值。以某個固定α 值為論，

當流場屬於較高雷諾數流動時，基於慣性效應抑制黏性效

應，流體受邊界轉動影響程度減少，漩渦中心將無法深入流

場內部，此現象與前人 [13] 於方形穴槽流動所得結果相

似。 

  圖 3 係將（9）式結果繪製函數圖形，由於無因次邊壁

剪應力（ *
wτ ）函數具有角度座標（θ ）之對稱性質，是故 
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圖 2. 渦漩中心位置 
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圖 3. 邊壁剪應力分佈 

 

曲線繪製之自變數範圍取自 [ ]π,0 。圖中顯示 5 個不同轉動

邊界長度，其邊壁剪應力之分佈情形。特別值的注意的是：

0=α 代表內柱完全密閉，旋轉外柱不存在，在此情形下，

整個流場靜止不動是故邊壁剪應力等於零。另 πα = 代表靜

止不動之內柱不存在，在此情形下，整個流體形成剛體轉

動，是故亦無邊壁剪應力存在。若將線性速度： ** rv =θ 代

入（8）式，或將 πα = 代入（9）式，均可獲得驗証。除了

上述二例之外，無論α 數值為何，函數曲線在 αθ = 處均出

現不連續之斷裂。該處邊壁剪應力趨近無窮大，且左極限值

趨近 +∞，右極限值趨近 −∞。此結果亦可由（9）式推得：

當 αθ ±→ 時， wτ 趨近無窮大，此現象發生於靜止內柱與旋

轉外柱交接之二點位置，其速度梯度趨近無窮大，此乃數學

模型無法描述真實物理現象之暇疵。實際情形是：內外二圓

柱之間存在狹窄空隙，是故速度梯度與剪應力均為有限數

值，只是必須修正現有數學模型，重新求解。 

  由圖 3 曲線族約略可以看出：無論轉動邊界長度為何，

邊壁剪應力在 0=θ 與 πθ = 二處，其值趨近某些常數，此

可 由 （ 9 ） 式 佐 証 。 將 0=θ 代 入 （ 9 ） 式 可 得 ：

( )[ ]2tan2)0(* απτ =w ，例如 2πα = ，則有 πτ 2)0(* =w 。將

πθ = 代入（9）式可得： ( )[ ] παπτ 2tan2)(* −=w ，例如

2πα = ，則有 ππτ 2)(* −=w 。另發現無論α 為何數值，下

式恆成立： 2** 4)()0( ππττ −=× ww 。 

 

四、結論 

  本文利用前人所得流場解析解，探討圓形穴槽潛流場中

單渦包之流型結構。分析指出漩渦中心位置與轉動邊界長度

之複雜關係可用一個函數式表示，隨著轉動邊界長度增加，

因更多流體被驅動造成漩渦中心朝向容器中心移動。另對於

流體沿著容器壁之剪應力分佈情形亦做了定量分析，結果顯

示：靜止內柱與旋轉外柱交接處將引進二個奇異點，其處剪

應力為無窮大，有趣的是：無論轉動邊界長度為何，剪應力

在 0=θ 與 πθ = 二處值之乘積恆等於一個常數。 
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附錄一 

  將（1）式乘上函數G ，並於單位圓盤區域 ( )1* <rD 內積分可得 [3] 

 

0*4* =Ψ∇∫∫
D

dAG  （A1） 

 
利用二次葛林定理可導出 

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫

∂

∇Ψ−Ψ∇+Ψ∇−Ψ∇
D

rrrr dsGGGG ****
2***2**2**2* ∫∫ =∇Ψ+

D

GdA 04**  （A2） 

 
式 中 D∂ 為 單 位 圓 ( )1* =r ， 右 下 標 *r 係 代 表 相 關 函 數 對 *r 取 偏 微 分 。 令 G 為 葛 林 函 數 ， 滿 足 方 程 式

( ) ( )θθδθθ ,;,,;, ****4* rrrrG =∇ ，δ 為 delta 函數，且滿足邊界條件： 0=G 與 0* =∂∂ rG 。再將（2）式與（3）式代入，則（A2）

式可大幅簡化成 
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依據文獻記載 [3]，葛林函數可以求出並表示成 
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將（A4）式代入（A3）式求出 ( )θ,** rΨ ，最後將其自變數更換成 ( )θ,*r 即可求得（4）式。 
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附錄二 

  由（4）式可計算如下 
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然後計算邊壁剪應力（刪去所有包含

2*1 r− 之項） 
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